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生物は生物リズム (biologicalr hythm)あるいは生体リズム (biorhythm)とよばれるリズム運
動を行っている.例えば脳波，心臓の拍動，睡眠・党醒，体温などである.リズム運動は周期によ
り区別され，ウルトラデイアン・リズム(ultradian rhythm) ，サーカデイアン・リズム(circadian 




























器が発振しない状態で n個 環状に結合した系の安定な周期解の発生条件を調べる. 2次元常微
分方程式で記述される発振器を η 個一方向結合した a般的な場合について， η が偶数か奇数かに
よりどのように発振現象に変化が起こるかを分岐理論を用いて解析を行う.平衡点の Hopf分岐




















の連鎖が生じ，カオスへと選移する繰了J を示す.結果生じるカオスには 2つのタイプ:( 1 )カオ














生=ん(x，A)， x E Rn+l， AE R 
dt 
と非自律系:









!a( eo，入)= 0 
を満たす.平衡点 eoにおける式 (2.1.1)のヤコビ行列を
θf(eo，入)
D f(eo，入)= θz 
として，この行列の特性方程式を
χ(μ) = det(μIn -D f(eo，入)=μn十α1μn-l+ .. +αn-lμ+απ=0 
とする.双曲型平衡点では すべての特性乗数について









(1)接線分岐 (tangentbifurcation or saddle-node bifurcation)特性乗数がOとなるパラ
メータ値において，、子衡点対の発生・消滅が起こる.





kO←→ k+20 + kD 
kO + k+lD←→ k+20 (k=O，l，"'，九-2) (2.1.9) 
(3) D 型分枝 (D-typeof branching or pitch fork bifurcation)系に対称性がみられる場
合，特性乗数の lつがOとなるパラメータ値において，平衡点の枝分かれが起こる.
kO ~ k+l0 + 2kO 
kO + 2k+l0 ~ k+10 (k = 0，1， • • . ，九 1) (2.1.10) 
2.2 周期解の分岐
式 (2.1.1)， (2.1.2)において，t = 0で初期値Xoを出発する解を x(t)= cp(t， Xo，入)とお く.自
律系と非自律系の場合にわけでそれぞれポアンカレ写像を定義する.
向律系 (2.1.1)においては周期解 cp(t，xo，入)に対して， π次元多様体で横断的に交わる局所断
面 Hをとり，その局所座標を 九とする:
II={xERπ+1 I q(x) = 0， q : Rn+l→ R} 
h: I→ I; C Rn 
(2.2.1) 
(2.2.2) 
このとき，点 包O二九(xo)E I;の近傍の点 UlE I;に対して，九一1(町)= X1 E I を出発する解は
再び H と交わる.その時刻を L(Xl)とすれば局所座標 2上のポアンカレ写像:
Tλ: I;→ Z 
Ul H U2 = h(cp(L(h-l(uI)， h-1(Ul)，入) (2.2.3) 
が定義できる.
非向律系(2.1.2)においては，系の周期性 (2.1.3)を用いてポアンカレ写像を定義できる .
T入 : Rn→ Rπ 





点 uE Rnを Tλ のl司定点とする:
2.2. 周期解の分岐 5 
u-Tλ(包)= 0 (2.2.5) 
また，この固定点に関する特性方程式を
χ(μ) = det(μ1n -DT.λ(u) = 0 (2.2.6) 
とする.双曲型固定点 uは式(2.2.6)の根すなわち特性乗数により分類できる.この分類は位相
的性質を反映しており，固定点の分岐はこの分類による同定点の性質が変化する場合に生じる [71.









(k = 0，1，"'，η - 1) 
(k = 1，2，"'，π-2) 
(2)周期倍分岐 (period-doublingbifurcation)μ = -1で起こり周期が併になる.
kD←→ k+l1 + 2kD2 
kD + 2k+1D2←→ k+l1 
kD ~ k-lI + 2kD2 
kD + 2k_lD2 ~ k-l1 
(kニ O，lf--，n-2)













(1) D 型分枝 (D-typeof branching)系に対称性が存在する場合， μ=1において起こる.す
なわち接線分岐の退化した場合である.周期点が校分かれする.
kD ←→ k+lD + 2kD 
kD十九十lD ←→ k+lD 











































(2)余次元 1の分岐点の交わり 2.2.1節に示した余次元 1の分岐条件が重複することにより，余次
元2の分岐が起こる.文献 [5]に示された6種類の余次元2の分岐を図 2.2.1に示す.
(a) 2つの T分岐条件の重複 (T2分岐)
(b) 2つの P分岐条件の重複 (p2分岐)
(c) 2つの H 分岐条件の重複 (H2分岐)
(d) T分岐条件と P分岐条件の重複 (TP分岐)
(e) T分岐条件と H分岐条件の重複 (TH分岐)
(f) H 分岐条件と P 分岐条件の重複 (HP分I[皮)









(k = 1，2，・ 1π-2) 
(e) TH 
G 

















g(ν) =ー α1匂 +α3'13
1.0 
と仮定した.変数変換とパラメータの置き換え :
x = .JLi， '1/ = .;cv ωーーと- E-21β =三三 σ=土
















2.0 1.0 σ一一揖 』
??
??
以下に示す計算においてはパラ メータ ω，sを任意変数と したが，分岐図を描くときは ωニ 1.0，
s = 1.0に固定した.式(3.2.4)において， 平衡点と して次の2種類が存在する.
図 3.2.1:BVP発振器の分岐図.点線 dは平衡点の D型分枝，細い実線 h1Jん は平衡点の Hopf分l岐，太
い実線 Gはリ ミッ ト・サイク ルの接線分岐を表す.
(3.2.5) (1) x = 0， y= 0 























表 3.2.1より， ε=ω2/σの D型分校においてタイプ(1)の平衡点(原点)
(タイプ (2)J 式 (3.2.6) が発生する ことがわかる.
( σ ， E)パラメー夕 、ド而での分岐図を |詔 3 . 2 . 1 に示す . 発振領域は 仁コ である. 領域~ で
は安定な、F衡点がlつのみ存化する.σ を減少させ Hopf分岐 h1を横切ると平衡点は完全不安
定となり，その同りに'!i:定なリミッ ト・サイク ルが発生する(図 3.2.2(1)) .次に領域 (1)か
ら ε を増加 させ D ~盟分枝 d を通過すると ， 完全不安定だった平衡点がサ ド ルとなり ，その周り




リミッ ト・ サイク ルと不安定リミッ ト・サイクルが関 3.2.1中の Gにより消滅する.
10 第3章 2個結合した発振器系の解析
に2つの完全不安定な平衡点が発生する(図 3.2.2(2) .さらに εを増加させ Hopf分岐 九2を
横切ることにより， 2つの完全不安定な平衡点が安定となり， 2つの不安定なリミット・サイク
ルが発生する(図 3.2.2(3)) .パラメータの微小変化によりセパラトリクス ・ループが生じ(図




BVP発振器を 2個，抵抗に より電圧端子どうしを結合した系を考える(図 3.3.1).回路方程
式は次式で表される.
221=-g(町)-i1 -G(町一句)dt 
L di1 dt = V1 - T'Zl 
生三=-g(V2) -i2 - G(V2一町)dt 
L生 =V? - T'Zヲdt U “ 
式 (3.2.3)の変換と次式の変数変換とパラ メータ の置き換え:
Xk =品川=VCVk (k = 1， 2)， 8二;
を行なうことにより式 (3.3.1)は次式となる.
dX1 
一一一 二 ω'11 - σX， dt ，，~ふ




空2二一ωX2+ε(1 -ßY~)Y2 -O(Y2 -Y1) 
dt 
式 (3.3.3)に座標変換:






ニ ザ 1+ε(1 -g(si +対))Sl t -- .L ， -¥ - 2 ¥ -.l ' - -L， I } 
dT2 
dt -ω52 -σT2 

























x(t) = cp(xo， t) 
とおくと





































































(3.4.7) 完全対称(0 ) f={ん，σ1，σ2，ん} 1 • (0， 0) 
σ1不変 (1 ) ~1 = {14lσd 2 • (α?α) 
σ2不変 ( 2 ) ~2 = {14，σ2} 2 企 (α， α) 




I生 I生 σ1 σ2 14 
σ1 σ1 14 14 σ2 
σ2 σ2 14 14 σ1 
14 I生 σ2 σ1 14 
??
群の来積表からわかるように， fは次の部分群(等方化部分群， isotropy sub-group)をもっ:
:E1二{ん，σ1}'~2 = {14)σ2}， ~3 = {ん，f4}
部分群 2に対して
Fix(~ ) = {x E R41 gx = x， g E ~} 
を E不変部分空間という.式(3.3.5)では
Fix ( ~ r) = {x E R41 x = [T1 S1 0 0 f} 
F山(:E2)={XER4Ix=[0 0 T2 s2f} 
Fix( ~3) = {x E R41 x = [0 0 0 0 f}
である.従って
dim( Fix( ~ t) ) 二 2 ， dim(Fix(~2)) = 2， dim(Fix(~3)) = 0 
(3.4.9) ① 
(3.4.10) 
図 3.5.1:対称性による平衡点の分類.記号は表 3.5.1参照.Tiとれ の2次元を lつの軸で表している. (Ti， 
















式 (3.3.5)において，対称性により平衡点を分類すると表 3.5.1に示す 4種類を得る.それら
を (T1，St)， (T2，S2)座標上に示したので図 3.5.1である.原点 (・)は式 (3.4.7)の全ての操作に
対して，座標が不変であるので完全対称平衡点とよぶ.同様に平衡点・と企はんを除くと，操作




T1 =ω81/σ， T2 - ω82/σ である.
|完令対称1:81 = 0， 82= 0 (原点)
巨君:51=47(1-2)，52 = 0 




完全同相 (σ1，0)， (σ2， L/2)， (14， L/2) l 
完全逆相 (0"2，0)，(σ1，L/2)，(九L/2) 1 
ずれた同相 (σ1，0) 2 
ずれた逆相 (σ2，0) 2 
ずれたほほ同相 (σ2，L/2) 2 
ずれたほぼ逆相 (σl，L/2) 2 
反転対称、 (九L/2) 2 
立す手本'性なし なし 4 
-σ w 。 。




| 一一 σニ 0.8，s = 1.0，ω= 1.0 (3.6.2) 
cに〉 ? ? ??
と固定し， (15， E)平面での分岐を考えた.計算した結果を図 3.6.1に示す.
図 3.6.1において d，hの左下添字は，分岐を起こす平衡点を示し，表 3.5.1の平衡点の名称
の横の数字に対応する.右下添字は分岐する方向を示し，図 3.5.1中の①，⑪の方向を表す.0
は Hopf分岐集合どうしの交わりによる余次元2の分岐，く〉は D型分枝集合と Hopf分岐集合の
交わりによる余次元 3の分岐，口は D型分枝どうしの交わりによる余次元4の分岐を表す.領
域 EZZL仁ユ区三ヨではそれぞれ完全対称， σ1不変， σ2不変平衡点が安定に存在する.
比較のために電流結合とハイブリッド結合した場合の平衡点の分岐図を図 3.6.2と図 3.6.3に
示す.6が正の領域で考えると，電圧結合では領域fZ2Jから εを増加させることにより， Hopf 
Oh1を横切り，安定な完全同相解が得られる.電流結合 (図 3.6.2)では Oh2を績切ることにより，
安定な完全逆相解が得られる.ハイブリッド結合(図 3.6.3)においてはI Oh1が重複した Hopf
分岐条件となるために，完全同相解と完全逆相解が同時に得られる.
以後，図 3.6.1の分岐図を詳しくみていく .はじめに囚の近傍での平衡点の分岐と安定性の
関係を述べた後， 3 .7 節で 。3 く~， ①，①近傍での周期解の分岐も含めた詳しい解析結果を報告
する.
図 3.6.1より囚 H近での平衡点の D型分枝集合(点線)のみを抜き出した図を図 3.6.4に示
す.曲線 lに沿ってパラメータを変化させたときの，'f衡点の発生と不安定次元の変化を図 3.6.5
に示す.図 3.6.5においては，①，①，①3⑤から上にのびる枝だけをIJミし，下側は同じであるの
で省略した . 従って，パラメータ全平面で完全対称平衡点が l 個，① ~@問で σ2 不変平衡点が
2 個，①~@問で σ1 不変予衡点が 2 個，③~④間で対称性なし平衡点が 4 個存在することがわ
かる.最大で 9個の予衡点が③~④問で存在する.完全対称平衡点はすでに Hopf分岐を 2つ起
(a)同相(1) (b)逆相(l) (c)ずれた同相 (2)
cに〉
(d)ずれた逆相(2) (e)はほ同相(2) (η ほほ逆相(2)
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図 3.6.3:ハイブリッド結合した場合の各平衡点の分岐同.
長孟二二二二二二二二二二二二二三 三士一一一一一:二 | 







































図 3.6.5:図 3.6.4中の曲線 lに沿った分岐図.
20 第3章 2個結合した発振器系の解析 3.7. 周期解の分岐 21 
3.7 周期解の分岐
|司 3.7.1に凶 3.6.1の完全対称干衡点(原点)の D型分枝集合 od2とHopf分岐集合 Ohlが
交わる点(~)付近での詳しい分岐阿を示す.図 3.7.1 の曲線 l に沿ってパラメータを変化させ
た場介のI }，サ)羽解と、!主役I点の不安定次元の変化と，分岐を起こす各周期解と予衡点のもつ対称性
を|刻 3.7.2に示す.完全同相解の D型分校 D3 (③)により発生した“ずれたほぼ向相解"が
N eimark-Sacker分岐 N を起こし(④)Iσ2不変平衡点の Hopf分岐 2h1 (①)により消滅する.










しい分|岐図を凶 3 .7. 5 に示す . 影をつけた領域医~で完全対称平衡点(原点)が安定に存在す
る.その領域からパラメータ E を増加させI Ohlを横切ることにより，原点から図 3.5.1の①方
向に Hopfを起こし安定な同相発振が得られる 領域~からパラメー夕日減少させ，山
を品切ることにより， [;g] 3.5.1の⑪方向に Hopfを起こし安定な逆相発振が得られる.図 3.7.5
の山線 lに沿ってパラメータを変化させた場合の周期解と平衡点の不安定次元の変化を図 3.7.6
に示す.①，⑦ で発生した完全同相解と①，@で発生した完全逆相解はそれぞれ D1 (③)と D2


















図 3.7.1:D型分枝集合と Hopf分岐集合の交わり点(図3.6.1向 。 )付近での分岐図.NはNeimark-Sa加
分岐を表す.
dx， 
-一二二 ωYl-CTxl + J 
dt 
dYl 
dt二一ωXl+ε(1 -syI)Yl -6(Yl -Y2) 
dX2 -;u-ωY2 -
dy 五二一ωX2+ E(l -syDY2 -O(Y2 -yt) 
パラメータ (6，J)上での分岐図を図 3.7.7に示す.影をつけた領域で完全同相，完全逆相解に対
応する周期解が存イ王する (Jを少しでも注入すると完全同相，完全逆相解は存在しない).J = 0， 
6=0では4つの接線分岐集合が交わることにより， 2つのカスプ点の接点となる.ちょうどこ
の点を横切るように矢印に沿ってパラメータを変化させると，分岐は起こらないが安定性のみが











図 3.7.2:図 3.7.1中の曲線 iに沿った分岐図.太い線は周期解 (D)，細い線は平衡点 (0)を表し， D，O 
の添字は不安定次元を示す.
E 一 一一一ー.一一一一竺










図 3.7.6:図 3.7.5中の曲線 lに沿った分岐図
同 3.7.4:図 3.7.3中の曲線 Jに沿った分岐図.



























③ 203〉30 CD 40② 
24 第3章 2個結合した発振器系の解析 3.7. 周期解の分|岐 25 
図 3.7.8に， σ2不変平衡点の Hopf分岐集合どうしの交わり点 (凶 3.6.1①)H近での詳しい
分岐図を示す.図 3.7.8の曲線!に治ってパラメータを変化させた場-介の周期解と予衡点の不安
定次元の変化を [~J 3.7.9に示す.図 3.7.6と図 3.7.9を比l政して，分|岐構造:






-その発生した周期解はもう lつの Hopf分1皮集合により発生した同期解の D J~~!分校により
消滅する.
は全く同じであるが，安定性と対称性が異なることがわかる.
図 3.7.10に図 3.7.5のパラメータ εを増加させた領域で、の分岐闘をぶす.。んにより発生した
完全同相解とoんにより発生した完全逆相解は，それぞれ接線分岐集令 G1とG2により消滅す
る[9].対となって消滅する相手は“ずれた問中日解"と“ずれた逆相解"のセパラトリクス ・ルー
プにより生じたものである.完全同相解の D型分校集合 D1 と完全逆相解の D型分枝集作 D2






図 3.7.8に示された Hopf分岐集合 2h2により得られる“ずれた逆中1I解"の分岐閃を岡 3.7.13
に示す.周期倍分岐12を起こすことにより，“ずれたほほ同相"タイプの2周期解が発生し，~~3 を
つけた領域 E二コで存在する.セパラトリクス ・ルー プ Lによ りすれたi豆半[1解が完全逆相解へ遷
移し，接線分岐集合 G2により ，Hopf分岐 Oh2により発生した完全逆相解と対になり消滅する.
一方，図 3.7.8に示された Hopf分岐集合 2hlにより得られる“ずれたほぽ同相解"の分I[皮図
を図 3.7.14に示す.接線分岐集合 G4が存在し，不安定な“ずれたほほ同相解"が折り曲げられ，
領域国・で安定に存在する
図 3.7.15に図 3.7.1のパラメータ εを増加させた領域での分1皮図を示す.D3と 2んにより発
生した “ずれたほぽ同相解"が D型分校 Dsを起こし， εを減少する方向に対称性のない解が発
生する.






























































































-0.70 6-035 。，. 6ゴー 0.1 
図 3.7.13:Hopf分岐集合 2h2 により発生する“ずれた逆相解"の分岐図.Lは“ずれた逆相解"のセパラト
リクス・ループを表す.




な四角形は (Tl，T2)平面での相図を示す.細い実線と太い実線は，それぞれ D型分枝と Hopf分
岐を意味する.点線 Iは周期倍分岐，破線 Lはセパラトリクス・ループによる遷移を示す.
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とが知られている [25].本節では2次元発振器を η個一方向結合した一般的な場合について η 
が偶数か奇数かによりどのように発振現象に変化が起こるかを分岐理論を用いて解析を行う.平
衡点の Hopf分岐集合を求めることにより， 九< 12では奇数個の場合のみ π相発振を起こし，









34 第4章巡回結合発振器の解析 4.3. 単体の発振器が発振しない場合での結合 35 
4.2.1 一方向性結合
図 4.2.1に示す発振器を η 個，結合した系を考える.出力端子 b-b'を次の入力端子 α-a'に順
次結合することにより， 一方向性結合発振器が構成される.回路方程式は次式で表される.
L dikb 一一 =VJ，. - r~J，. dt 目白
4.2.2 双方向性結合
図 4.2.1においてオベアンプと抵抗 Rを除き，出)J端 jこb-b'を次の人力端子 α-a'に!IU次結合
することにより，双ノゴ向性結合発振器が構成される.凶路Ji程式は次式で去される.










?? =ωYk -σXk 
c生主=-g(Vk) -ik -Go(旬k+川一1) (kニ 1，2ν ・ス， Vo三 Vn)
dt 
ここで非線形関数 g(九)は
I 1¥ 1 .， 1 '1 
g(Vk)二一(g1一一 )匂k+一旬k=-αVk + -;v'k \，，7~ RJ.~' 3 '" .~ 3
と仮定した.式(4.2.1)において前の状態九一1はマイナスがかかってきいているために，
ラル・ネットワークでいう抑制型の結合となっている.式 (4.2.1)に変数変換(3.2.3): 
Xk = VLik， Yk= VCVk ，ω=二三 ε=生， s =と σ=と o=空¥11.じ，- c α1C' ~ L' - C 
を行うことにより，次式を得る.
(4.2.1) 
dt - ーωXk十E(l-ßY~)Yk -O(2Yk -Yk-l -Yk+1) 











o 12 0 
対称、操作の集合は次式で与えられる.
( 4.2.3) 
r2二 {In，P1， Pf， "'， P?-¥ P2， P1P2， ・ ， P?-1P23 7m znPI， 
InP2， InP1P2， ・・， Inp~-l P2} 
InP?-I， dXk 
dt 
誓= 一川 +ε(1-sY%)Yk -O(Yk + Yk-1) (k = 1， 2， "'， n， Yo三 Yn)
単体の発振器が発振しない場合(4.3節)では式(4.2.1)について，単体の発振器が発振する場合
























ここでんは πxnのi手位行列， 0は 2x2の零行列である.対称性の定義(式 (3.4.2))をみ
たす行列(対称操作)の集合:
Cn 二 {In，PlJ Pi，.. 1 P?-l}， 1二 {In，In}. ( 4.2.6) 
の分岐について考える.π が偶数の場合は結合項が消去される平衡点:
1. I 1 ¥ 引ー




r1 二 {In1 P1， Pi， ・ 3 P?-l， In， InPh - ， InP?-1} (4.2.5 ) 
は積に関して群をなす.r1は巡回と反転の 2つの部分群をもっ:





























































。 。。 。。 。Q-1. DF. Q = 
A1 
0 
。。O A1 。。O A。A。。A1 0 O A。Ao A1 







Q-1. DF. Q = 
(4.3.5) 
?
? ? ? ??????? ? ? ? ? ? ????
ここで、
「α1_.2 空♀







( 4.3.6) 刈 mO)，O二号(m二川， 川-1) 
( 4.3.11) 
( 4.3.12) 














? ? ? ? ?
」「











を用いて，式(4.3.4)の右辺第 2項をブロック対角化するための実変換行列 Q は式(4.3.6)の
各固有値に対応する固有ベクトルを並べた行列となる [26].cos(kO)， sin(kB)をそれぞれ c(kB)， 
s(kO)で表すと，
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(k = 1，2，" .l) η 二 2l十2のときとなり，

























2l + 1(または 2l+ 2)





はじめに D型分枝集合について考える.両図において，表 4.3.1，4.3.2より，タイプ (2 )の
平衡点は α>2Go + l/r，タイプ(3 )の平衡点は α>l/rで存在する.共に原点の D型分枝に
より生じた平衡点である.図 4.3.2では d1とd2が Go= 0上において交わり， 余次元4の分岐
が生じる.D型分枝集合どうしが交わると その点からさらに2つの D型分枝集合が発生するこ
とが知られている.それらがぬと d4 である.d3 とd4 により共に (α，b，α，b，---)タ イプの平
衡点が発生するが不安定であり 新たな分岐は起こらない.
次に Hopf分岐に着目する.図 4.3.1と4.3.2において第4象限では原点が安定に存在する.そ
こからパラメータ αを増加させることにより， πが奇数の場合(図 4.3.1)は， Hopf分岐にあた
る.その結果，原点は 2次元的に不安定となり，その周りに安定なリミット・サイクルが発生し発












はじめに Bo，Bl+lの固有値により D型分枝と Hopf分岐が生じる条件を表 4.3.1，4.3.2にま





表 4.3.1:分岐の条件(行列 (4.3.11)について). 
タイプ (1)(原点) α=2Go+t α=2Go+2T 
タイプ (2) α= 2Go十王 αニ 2Go+デーかT 
タイプ (3) α= -Go + ~ α= -Go十字-乏TT 
表 4.3.2:分岐の条件(行列 (4.3.12)について). 
|瓦p之町 D型分枝 Hopf分岐
タイプ (1)(原点) α 1. α=2T ? 
タイプ (2) α=3Go+1 α= 3Go +デ-jETT 
タイプ (3) α 1. α 一1T.5一 一2C L T 
4.3.1.3 九>12の場合
次に行列(4.3.13)の固有値による分|岐を考える.解析的に分岐の条件を求めるのが困難である
前節において πが偶数の場合は， Hopf分岐により安定なリミ ット・サイクルは得えられない
と報告した. しかし， πを大きくすると Hopf分岐集合の形状が変化し，図 4.3.2で示した平衡
点 (1)が安定に存在する領域内に入る(図 4.3.3，4.3.5参照).従って安定な平衡点が Hopf分
岐を起こすことにより，安定な η 相解が得られる.図 4.3.3の Hopf分岐集合は行列 (4.3.13)に
おいて k= 1を代入した場合に対応し，図 4.3.5は kニ lに対応する.従って π=12の場合で
40 第4章巡回結合発振器の解析























図 4.3.2:nが偶数 (21+ 2)の場合のパラメータ平面 (Go，α)の分岐図(模式図).記号は図 4.3.1と同じであ
る.奇数の場合と異なり，タイプ(3 )の平衡点が d1 より αが大きい領域で存在する.
41 























図 4.3.3:発振器の個数を増加した場合の Hopf分岐曲線 (実線)の形状変化 (Go> 0) .九=10では Hopf
分岐曲線は D lI'J1分枝曲線 (d 1 ) の上に存在するために安定な 10 相解は得られない.π~ 12では
Hopf分岐曲線が垂れ下がり， d1 を超えることにより安定な π相解が得られる.
図 4.3.5:発振器の個数を増加した場合の Hopf分岐曲線(実線)の形状変化 (Go< 0) .図 4.3.3と同様に，
n = 10では Hopf分岐曲線は D型分枝曲線 (d2) の左側に存在するために安定な 10相解は得ら




。 2 4 -2 0 2 t 4 
図 4.3.4:図 4.3.3のHopf分岐曲線 (π=12)により発生した安定な 12相解.隣り 合う発振器(太い実線と
点線)の位相差は 5π/6である.α =1.72， Go = 1.0. 
図 4.3.6:図 4.3.5のHopf分岐曲線 (π=12)により発生した安定な 12相解.隣り合う発振器の位相差は
π/6である.α=1.8， Go = -1.5 










































































































ぞれ表 4.3.3，4.3.4， 4.3.5に示す.Hopf分岐が生じるためには，条件 r<♂/Cがついており，
単体の発振器が発振しない場合は r> .JL7Cであるので，双方向結合においては，周期振動は
生じず，平衡点の D型分校が起こるのみである.結合する発振器の数が奇数と偶数の場合にわけ
で，分岐図を図 4.3.7と図 4.3.8に示す.奇数の場合(図 4.3.7)は行列 (4.3.22)は存在しないの
で，表 4.3.3と4.3.5のタイプ(1 )と(2 )の D型分枝のみが存在する.すなわち原点の D型

































表 4.3.3:分岐の条件(行列 (4.3.21)について). 
孟子ご空 D型分校 Hopf分岐
タイプ (1) (原点) α二 l α=ET (r <長)T 
タイプ (2 ) α二 l α-一1T.5一一2C L (r <~) T 






















Q-1 . DF. Q = 
π= 2l + 2のとき
46 第4章巡回結合発振器の解析
表 4.3.4:分岐の条件 (行列 (4.3.22)について)• 
弘子41 D型分校 Hopf分岐
タイプ (1) (原点) α=4Go+1 




タイプ(3 ) α=4Go+; α= 4Go十字 -jtT (r <長)
表 4.3.5:分岐の条件(行列 (4.3.23)について).Hopf分岐が起こるには T<仔が必要
孟子ご空 D型分校 Hopf分岐
タイプ(1) (原点) α= 2Go(1 -cos(k8)) + ~ α= 2Go(1 -coが8))+ ir 
タイプ(2 ) α= -Go(l -cos(k8)) + ~ α= -Go(l -cos(k8)) +デ -jtT































rlニ {I63phPL h，I6Pl，hpi} 
を得る.rlは次の部分群:
C3 = {161 Pl， pD， 1二 {16，16} 
をもち，共役類 [27]はrlの各元となる:
{16}， {Pl}， {pD， {16}' {16pI}， {16pD 
以下の解析において，式(4.2.3)中のパラメータは次の値に固定した.



















完全同相 (Pl，O)， (16，L/2)， (16Pl，L/2)， (16Pl2，L/2) 1 
ずれた同相 (Pl，O) 2 
二相①② (P1， L/3)， (ん，L/2)，(hPl， L/6)， (んPf，L/6) 1 
ず、れたニ相①① (P11 L/3) 2 
反転対称 (h， L/2) 3 











もっ平衡点の固有空間は， 2次元同相方向と 4次元三相方向に分割されるので，図 4.4.2に示さ
れた分岐により発生する解は 同相または三相方向に制限される.従って反転対称解は平衡点の
Hopf分岐よりは発生しないことがわかる.
図 4.4.3に Hopf分岐集合 OhlとOh2の交わり点(図 4.4.2での①)付近での詳しい分岐図を
示す.。んにより εを増加させる向きに同相解が発生する.Oh2により，交点(①)より εが小
さい部分では 6を減少させる方向に， εが大きい部分では εを増加させる向きに三相解①が発
生する.それぞれの Hopf分岐により発生する周期解の不安定次元は，交点(①)を境に2つ変
化する.しかし，交点から 2つの Neimark-Sacker分岐 N1 とN2が発生するために，発生する
周期解の不安定次元はそれぞれ等しくなる • N1とN2により発生する準周期解については観測
することができなかった.なお Oh2より発生した 2つの三相解①は，接線分岐 Gl により対に
なって消滅する.
図 4.4.4に Hopf分岐 Oh2により発牛ー する三相解①の分岐図を示す.Oh2により， 2次元不安






[il[ 1「211 「旬11? 方方611l|||| 二 |711lY21M) U2 I = I諒 一夜一流 II X2 l' I V2 I = I万一夜一夜|U'l I I _ 1 1 I L X3J L匂3J I (1 1 1 I L Y3 
L U 万 一方 J- L U 万一万」
対称性により分類した6種類:の周期解を表 4.4.2に示す.図 4.4.1に(U2，U3)平面での解軌道と時
間波形をポす.18.し，完全岡本日解と“ずれた同相解"は U2= U3 = 0となる (Ul軸上に存在す
る)ので省略した.周期解の対称性の定義式 (3.4.5) による分類では， 三相解の相順の異なる解
の区別ができないが，図 4.4.1より 一三相と “ずれた三相解"は相順の異なる 2種類が存在すること
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により発生した“ずれた三相解①"の Neimark-Sacker分岐 N4が発生する N3 とN4により
準周期解が発生し，発生 ・消滅の分岐が起こることが予想される.
図 4.4.5に Hopf分l岐集合 lh1と lh3の交わり点(図 4.4.2での②)付近での詳しい分岐図を
不す.図 4.4.3の場令と問機に 2つの Neimark-Sacker分岐集合 N5 (“ずれた三相解②"の分
岐)， N6 (“ずれた同相解"の分岐)と接線分岐集合 G3が存在する. しかし，②の近傍では
G3の他にも接線分|岐集合が複数存在し，“ずれた三相解②"が折り曲げられ，共存領域が観測さ
れた.
図 4.4.6に Hopf分岐集合 Oh3 と od1の交わり点(図 4.4.2での 囚 )付近での詳しい分岐
図を示す.この余次元3の分岐点からは平衡点の Hopf分岐 lh3，周期解の D 型分枝 D2 と
Neimark-Sacker分岐 N7が必然的に生じる.周期解の状態選移は次の通りである .Hopf分岐集
合 oね により発生した三相解①(図 4.4.1(b) は対称性破壊分岐である D型分枝D2を起こし，
“ずれた三相解① " (図 4.4.1(d) を生ずる.発生した“ずれた三相解 ② "は Neimark-Sacker 
分岐 N7を起こしたあと od1により発生した C3不変平衡点の Hopf分岐 lh3により消滅する.
図 4.4.7に反転対称解の発生する接線分岐集合を示す.最大で4種類の反転対称解が存在する.
示したパラメータ領域において，安定に存在する解は発見できなかった.
図 4.4.8に対称性のない平衡点の分岐図を示す.黒丸は Fold-Hopf分岐とよばれる [18]，接線分
岐と Hopf分岐の交わりによる余次元2の分岐点を表す領域 仁コ において完全不字的平
衡点が存在し，パラメータ εを増加させることにより， 3つの Hopf分岐を経て， 領域圃・ で
は完全安定となる.はじめの Hopf分岐 hにより発生した完全不安定な周期解はεの増加に伴い，
周期倍分岐の連鎖を経てカオス・リベラと なる(図 4.4.9参照). Runge-Kutta法において，逆
時間方向に解いて得られた相平面図を図 4.4.10に示す.(U2l包3)平面の相図 (d)より対称性のな
いカオス ・リペラであることがわかり，対称操作により6個存在する.






-2 。 u今一22 - 0 
( a)三相①. o = 0.2. f = 1.4. 
2/!l 21 Xl，X2ス
。 。
。 u今 一22 - 0 ? ? ???? 5 10 
(b)三相 ②.o = 0.2. f = 1.4. 
表4.4.3:図 4.4.2に示された分岐.
od1 原点 件 C3不変
Ohl 原点 〈今 同相
Oh2 原点 <=> 二相①
Oh3 原点 件 三相①
lhl C3不変 C争 ずれた同相
l九2 C3不変 件 ずれたニ相 ①
lh3 C3不変 字〉 ずれた=相 ①
。
X1 .あ1_X.っ1.3 17 ，t." J 
② ③ ① 









20 。 U20.3 0.5- 0 -0.5 -0.5 
(c)ずれた三相 ①. o = 0.6. f = 3.84. 






-0.8 。 0.8 。 10 20 
(d)ずれた三相②. o二一0.59.f = 0.98. 
2l U3 2 Xh X2，X3 
司圃圃t
③ ① 
。妙似; ~r G 
-2 U2-2 
-2 。 2 - 0 10 20 
(e)反転対称. o = 0.41. f = 2.5. 
~_l~~1 
1.5 Xb X2，X3 





-0.6 。 0.6 。 20 40 
(f)対称性なし o = 0.59. f = 3.8. 
U'). 
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図 4.4.3:Hopf分l岐集合 Oh2 と OhLの交わりによる余次元2の分岐点 (jLEfl)付近での周期解の分岐図.記
号N とDは周期解の Neimark・Sacker分岐と D !!~!分枝集合を去す.





















0.60 6竺L 0.72 
0.4 
-0.4 8 . 0.2 
図 4.4.5:C3不変平衡点の Hopf分岐集合 1h3と 1h1の交わ りによる余次元2の分岐点(②)付近での周期
解の分岐図.
図 4.4.7:反転対称解の発生する接線分岐集合.影をつけた領域において反転対称解が存在する.黒丸はカス
プ点を表し，図 4.4.2の ohJc(k = 1，2，3)の交点 (0，0.5)に位置する.











-0.25 0.0 0.25 
8 t 
図 4.4.8:対称性のない平衡点の分岐図.gは接線分岐集合，他は Hopf分岐集合を表す.台形の中は平衡点の
多機体を示す.①から ④ はそれぞれ接線分岐 れ から れ に対応する.
-1.0 。
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(c)発振器3. (d) 6個のカオス ・リペラ.




図 4.4.9:図 4.4.8の Hopf分岐 hにより発生した周期解の lパラメータ分岐図.縦軸は :12のポアンカレ断
面 (Y2= 0)による点を表す.
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? ? ( a)同相. f. = 0.3. 5 = -0.3. (b)四相①. f. = 0.63. 5 = -0.177. 
;同 y， 巴日。。x， 
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た領域から， [1) [2) [3) [4に沿ってパラメータを変化させることにより，それぞれ同相，四相(位
相差 π/2)，四相(位相差 3π/2)，隣合う発振器が逆相の安定な発振が得られる.双方向性結合
では得られなかった四相解 [28]が，一方向性結合にすることにより閥単に得られる.相図と波形





-0.5 6一切』 0.5 
(c) 4個結合.





上での分岐集合の交点は 1点となる.一方周期解をもっ場合(図 4.4.11(b)と (d))は，d = 0 
軸上での分岐集合の交点は3点となり，分岐構造は複雑となる.
3個結合では，単体が発振しない場合同)でも， Hopf分岐 Oh3を横切ることにより，安定な

















ー ωXl+ε(1 -syI)Yl -5(2Yl -Y3 -Y2) 
ωY2一 σX2
一 一ωX2+ε(1 -ßY~)Y2 -5(2Y2 -Yl -Y3) 
二 ωY3-σX3 
ニ ωX3+ε(1 -sY5)Y3 -5(2Y3 -Y2 -Yl) 
系の対称性を記述する式(4.2.10)として
(4.4.7) 
む ={I6，P13PLP23P1PuPiP2，I63I6P13I6PL I6PL I6P1P2，I6Pi}(4.4.8) 
を得る.共役類は
{16}， {P1， PI}， {P2， P1P2， pip2}， {16}' {16p1， 16pI}， 
{I6PLI6PlP23hpiP2} 
となる.パラメータは次の値に固定した.









完全対称 (0) r2 1 (0， 0， 0)
C3不変 (1) C3 2 (α3α，α) 
P2不変 (2) P2 3 (α， b， b)
P2不変 (3) 16P2 6 (α，0，ー α)




表 4.4.4に示した平衡点の分|岐図を図 4.4.13と4.4.14に示す.表 4.4.5に図 4.4.13と4.4.14中
の分|岐によりどのような解が発生するのかをまとめる.
図 4.4.13では，領域仁コと仁コにおいてそれぞれ完全対称干衡点 (原点)と C
3不変
平衡点が安定に存在する 領域 亡コ からパラメーれを増加させて Hopf分岐仇をふ切る
ことにより安定な同相解が得られる.5を減少させて Hopf分岐 Oh2を柚切ることに A 原内は 4
次元的に不安定と日JH|買のあ 2 つの安定な才Ijj~平が得られる (1災1 4.4.15 (a)と (b)) 




A 図 4.4.13と図 3.6.1を比べると，分岐構造が全く同じであることがわかる.これは双}j向性結
合の場合，完全対称と C3不変予衡点は，ヤコビ行列が式 (4.3.19)のようにブロック対角化され
るからである.B1の部分が重複するために，発振器が2伺の場合と 11Jじ分岐構造を部分的にも




ωYl一 σX1+ J dt 
dYl 
一 一ωX1+ε(1 -syi)Yl -6(2Yl -Y3 -Y2) dt 
dX2 
ωY2一 σX2一dt 
( 4.4.11) dY2 





一ωX3+ε(1 -syj)Y3 -6(2Y3 -Y2 -YI) dt 
ε二 0.5とε=2.0での od2付近での分岐図を図 4.4.16と4.4.17に示す.図 4.4.16で J=O軸上
において 6を変化させれば
200十2402+ 2303件 400 ( 4.4.12) 
となる.ここで左下添字は平衡点の不安定次元を，右下添字は表 4.4.4で示された平衡点の種類
を示す. 一方，図 4.4.17で J=O軸上を 6を変化させれば
300 + 2402 + 2503件 500 (4.4.13) 
となる.すなわち図 4.4.13中の D型分校 od2はHopf分岐 Oh1 との交点を境にして，上側では
式 (4.4.12)，下側では式 (4.4.13)の分岐が起こる いずれの場合も (5，J)干面でみると，接線
分岐と D型分枝集合の交点となっていることより， 一度に 2種類の、ド衡点が発生し， 0
0は2次
元的に不安定次元が変化する.
ε= 2.0 での l d2 付近での分岐図を図 4.4 .1 8 に /Jミす • J = 0軸上において 6を変化させれば
201 + 3302 + 3202件 401+ 3202 + 3302 ( 4.4.14) 
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となる.すなわち図 4.4.13中の D型分校 ld2では， C3不変平衡点(式 (4.4.14)のOの右下添


























図 4.4.14:平衡点の分岐図.黒丸は接線分岐と Hopf分岐の交点を表す.gtとの で囲まれた領域で， 3種類
の P2不変平衡点が存在し，合計で系としては最大の27個の平衡点が存在する.




od1 原点 特 C3不変
od2 原点 件 P2不変，P2不変
ld2 C3不変 牛〉 C3不変(発生な し)
Ohl 原点 件 同相
Oh2 原点 牛〉 二相 ①①
lhl C3不変 牛〉 ずれた同相
lh2 C3不変 件 ず、れたこ相① ①
3hl P2不変 牛〉 図 4.4.15(c)の周期解
64 第4章巡回結合発振器の解析 4.4.単体の発振誌が発振する場令での結合
65 
1~ 1， Xb X2，X3 0.12 
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(c)発振停止. o = 0.02. t = 1.547. 8 . 
0.26 










ー ωlXl+ε(1 -syt)Yl -5(2Yl -Y2 -Y3) 
( 4.4.15) 
ωY2一 σX2
ーωX2+ε(1 -ßY~)Y2 -5(2Y2 -Y3 -Yl) 
ωY3一 σX3
ー ωX3+ε(1 -syj)Y3 -5(2Y3 -ν1 -Y2) 












となる.パラメータの値は ω=1.0，ω1 = 1.2，σ= 0.8， s = 1.0に固定した.系の対称性を記述
する式(4.2.10) として








在する.その領域からパラメータ (5，t)を変化させて Hopf分岐集合 Ohlとoんを横切ることに
より，それぞれ図 4.4.20 (a)と (b)に示した安定な発振が得られる Ohlは向ーの発振器を結
合した場合の同相解が発生する Hopf分岐に対応するが， 1個の発振器の周波数が異なるために
完全に同相とはならない.図 4.4.20(a)より発振器 lの解軌道が発振器2と3と比べて ずれて
いることがわかる.Oh2により，発振器lの発振が停止する周期解が得られる. 1つの発振器の努
振が停止する現象は，結合する発振器の周波数を lつだけ変えたときにみられる普遍的な現象で
あると思われる [30]. この解は同一の発振器を双方向に結合した系においても存在するが 原点
からずれた平衡点の Hopf分岐により発生するので反転対称とはならずに，かつ不安定で、あった.
ー0.4













一 ωYl -σXl dt 
dYl 



















逆中1.f = 0.5. 6 = -0.13. 
図 4.4.20:原点の Hopf分岐により得られる安定な発煩.
を考える.パラメータの値は ω二1.0，σニ 0.8，s = 1.0に固定した.平衡点(原点)の Hopf分
|岐集合を 51が正とf!の場合にわけで図 4.4.21と4.4.23に示す.図 4.4.21では， 影をつけた領域
からパラメータを変化させ Oh1を横切ることにより安定な同相解(図 4.4.22(a))が，。九3を横
切ることにより発振持2と3が同相同期する発振が得られる(図 4.4.22(b)) . 51を負とした場
合は(図 4.4.23)，Oh2が下がってくることにより， 3種類の安定な発振が原点の Hopf分岐によ
り待られる :Oh1とOh3により， 51が正の場合と同じ同相解と発振器2と3が同相同期する解が












0.5 図 4.4.21: 1つの結合係数が異なる系 (4.4.17)の平衡点(原点)の Hopf分岐集合.61 = 0.2. 
O 




関 4.4.19・ 1個の発振持の周波数が異なる系 (4.4.15)の平衡点(原点)の Hopf分岐集合.
10 20 
(a)同相.e = l.0. 6 = 0.5. (b)発振器② と③が同相.f = 0.5. 6 = -0.2. 
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8 . 
図 4.4.23:1つの結合係数が異なる系 (4.4.17)の平衡点(原点)の Hopf分岐集合. 51 = -0.2. 
ー1 0 。 10 20 10 20 




逆相. f = 0.35. 5 = -0.1 
図 4.4.24:相図と波形.51 = -0.2. 
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4.4.3 その他の結合方式
4.4.3.1 結合部分に 2面体群 D3をもっ発振器回路





(k = 1，・，8)= ωYk一σXk
dt 
dYl 一ωXl+ε(1-syi)Y1 -Ol(Y1 + Y3) -O2(Y1 -Y4) 
dt 
dY2 
ー ωX2+ε(1 -synY2 -O1(Y2 + Y1) -O2(Y2 -Ys) 一dt 
dY3 
ー ωX3+ε(1-ßY~)Y3 -O1(Y3 + Y2) -O2(ν3 -Y6) 一dt ( 4.4.18) 
dY4 
ー ωX4+ε(1 -ßY~)Y4 -O1 (Y4十Ys)-O2(Y4 -Y1) 
dt 
dY5 一ωX5+ε(1 -syg)Y5 -O1(ν5 + Y6) -O2(Y5 -Y2) 
dt 
dY6 
ωX6十ε(1-ßY~)Y6 -O1(ν6 + Y4) -O2(Y6 -Y3) 
dt 
















GD = {112) Q1， QL Q2) Q1Q2， Q~Q2} 
を与えると，






パラメータ (E，d1， d2)を変化させた場合に得られる，安定な発振を図 4.4.26と図 4.4.27(a) 
~ (c)に示す. ~l 4.4.26 (b)の逆相解は，発娠器を環状に抵抗で3個結合した D3対称、回路で
は得られなかった周期解である.図 4.4.26(c)と (d)の三相解は相順を入れ換えることにより，
2種類存在する.しかし 阿相となるべア(①と⑤，②と④，①と@)は不変である.パラ
メー タ d2を変化させることにより，それらの同相関係が崩れるので図 4.4.26(e)と(f)に示す.
図4.4.26(g) と (h)の六相解は，相順を入れ換えることにより 2種類存在する.パラメータ む
を変化させることにより，六相が崩れ三相解が2組できる(図 4.4.26(i)と (j)). 
図 4.4.27(a) ~ (c)の反転対称、解は三相となるが，振幅は全て異なる.従って発振器の入れ
換えにより同相のペアが異なる 3種類が存在する.同じパラメータ値において， (a) --(c)で同
相であったペアが逆相となる周期解が得られる.図 4.4.27(d) - (f)に相図と波形を示すが， 1 
次元的に不安定である.
4.4.単体の発振器が発振する場合での結合
。 。 10 
( a)同相. f = 0.78. 51ニ -0.1.52 = 0.1. 
-1 0 10 20 
(c)三相①. f = 0.78. 51 = 0.1. 52 = -0.1 
。 。 10 20 
三相 ①からのずれた三相 ①. f = 0.78. 
(e) 
51 = 0.1. 52 = -0.15. 
-1 。 。 10 
(g)六相①. f = 0.78. 51 = 0.1. 62 = 0.1. 
-1 0 。 10 
六相①からのずれた三相③.正-0.78. 
(i) 
61 = 0.1. 62 = 0.2. 
可a 、.， .'， 1 S，.， I.S 
1ο|。
1.5 一一一L 一一一_j~'15
1 5 0 1 5 0 10 
(b)逆相.ε=0.78. 61 = -0.1. 52 = -0.1 
-1 0 
(d) ~ fll ②. f = 0.78. 61 = 0.1. 62 =ー 0.1.





三相②からのずれた三相②. f 二 0.78.
(f) 
-1 
61 = 0.1. 62二一0.15.
o 1 0 10 
(h)六相 ①. f = 0.78. 61二 0.1.62 = 0.1. 
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と④は逆相.t = 0.8. 01= 0.1. 0'2 = -0.2. 
図 4.4.27:D3実現回路において得られる安定な周期解 (a)~ (c)と不安定な周期解 (d)~ (f) . (d) ~ 
( f)において，発振器 ④~⑤ の波形は省略した.
4.4.3.2 結合部分に 4元数群 Qaをもっ発振器回路






















=ωYk -σXk (kニ 1，・.，8) 
ー ωX1+ε(1 -syI)Y1 -O1(Y1 +拘)-O2(Y1 + Y6) 
一ω2+ε(1-ßY~)Y2 -O1(Y2 + Y7) -O2(Y2 + Y1) 
二一ωX3十E(l-ßY~)Y3 -O1(Y3十Y2)-O2(ν3 + Y8) 
ー ωX4+ε(1 -ßY~)Y4 -O1 (Y4 + Y1) -O2(Y4 + Y3) 
ωXs十ε(1-ßY~)Ys -(h(ν5十Y4)-O2(YS + Y2) 
一 ー ωX6+ε(1 -ßY~)Y6 -O1 (Y6 +ぬ)-O2(Y6十Ys)
ー ωX7+ε(1 -sY?)Y7 -O1(Y7 + Y6) -O2(Y7 + Y4) 
-ωX8 +ε(1-ßY~)Ya -O1(Ya + YS) -O2(狗 +Y7) 























一方向(奇数):予衡点 (原点)が Hopf分岐集合を横切ることにより π相発振が観察される.
一方向(偶数):π< 12では原点が D型分校により不'T:_定になってから Hopf分岐集合を航切る








4.4.3節では一方向と双方向の結合を混合させて結合部分に 2面体群 D3と4元数群 Q8をもっ
結合回路を構成した.D3対称回路では 5種類の安定な周期解と， 1つの不安定な周期解を得た.
















rQ = {116， Q3， Q5， Q~ ， Q4， Q3Q4， Q ~Q 41 Q ~Q 41 
I出 I16Q33L6Qi，L6Q3，I16Q4，I16Q3QhI16Q3Q43L6Q3Q4} (4.4.25) 
rQの部分群:
GQ = {1161 Q31 Q~ ， Qt Q41 Q3Q4， Q~Q4 ， Q~Q ，t} 
を考えると，










(a)同相. f = 0.65. 61 = -0.1. 62 = -0.1 
10 




(b)逆相①. f = 1.0. 61 = 0.2. 62 = 0.2. 
。
(d)逆相③. f = 0.6. 61 = 0.5. 62 = -0.3. 
図 4.4.29: 4元数群対称回路にみられる安定な周期解.






















出した.また，文献 [34]において報告されている， 1/2分数調波振動に対する Neimar k -S acker 
分岐集合近傍の性質が，基本調波振動に対する Neimark-Sacker分岐集合近傍においても生じる
ことを示した.
本節の結果は，一般の強制系の解析に際して ( 1 ) Neimark-Sacker分岐曲線に沿って見られ
る各種分数調波同期化領域の大域的挙動や， ( 2 )周期借分岐と Neimark-Sacker分岐の交差に起
因する分岐現象などを検討する場合に有経な情報をうえでくれるものと考えられる.また工学的

















凶 5.1.1の外}]をr:[J加した Du伍ng-Rayleigh型発振器回路において素子特性を次式と仮定する :
接線分岐 | μ= 1 
周期倍分岐 | μ= -1 
N eimar k -S acker分岐 11μ|二 1，μヂ1，-1
g(ν)二一glV+ g3v3 
n'l. =α1ゆ十α3ゆ3 (5.1.1 ) 5.1.3 解析結果
以下に示す分岐図において m 周期点の分岐集合として次の記号および線をmいる:また屯流iJ，r，lは直流成分を含む正弦波とする :











Hi: • • • Neimark-Sacker分岐(太い実線)
ここで kは同じ周期の分岐集合を区別するために用いた.これら余次元 lの分岐の起こる条件と
その性質を表 5.1.1にまとめておく.
九2吟 g3 gl α1α3札
ゆ=吾mX，匂 =niþmY ， γ = 一示~，w- ， E = C' Cl = n2C' C3二石Z
B=-主 R 一 九一 一 一-nC争m，uunCqbm
とおき， 争m は最大磁束鎖交数である.パラメ ータは文献 [35]と同じ値 :
ε= 0.2，γ= 1.0， Cl = 0， C3 = 1.0 
5.1.3.1 パラメ ータ νの決定
図 5.1.2にパラメータ (B，Bo，ν)空間における分岐図を示す.ν=1.0では Neimark-Sacker分
岐集合 HJは白丸で示した点で接線分岐集合(図 5.1.2では省略)と接して分岐集合の性質を失
う.図 5.1.2の太い点線は分岐集合ではなく ，特性乗数の積がlになる集合を去し，以下の閃に
おいても同じである.ν を増加して 1.25にすると ，N eimark-Sacker分岐集合が周期併分岐集合




Tλ : R2→ R2; (xO， YO)円 (x(27r/ν)， y(2π/ν)) (5.1.4) 
と定義し，式 (5.1.3)の周期解を写像 T>.の周期点に， トーラスを不変閉曲線に対応させて考察










(1) Neimark-Sacker分岐と周期倍分岐の交わりによる p2分岐の連鎖によ るカオス状態への選移，
(2) Neimark-Sacker分岐集合付近でのさまざまな分数調波同期化領域の存在.
( 2 )については νの値に無関係であるが， ( 1 )は νにより p2分岐の発生の様子が異なる.従っ
て図 5.1.2より， Neimark-Sacker分岐集合が周期借分1皮集合の真司lを貫く ν=1.5と選ぶ.パラ
メータ平面 (B，Bo)での分岐集合を数値計算により求め，上記 (1)，(2)について検討する.
1 Duffing万程式では Liouvilleの定理より Neimark-Sacker分岐は存在しない
周期倍分岐と NEIMARK-SACKER分1皮列について5.1. 第5章余次元の高い分岐とカ オス
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る.ここで U1CC (unstable invariant closed curve)は不安定準周期解に対応し，S1CC (stable 
invariant closed curve) は安定準周期解を意味する.右 tの添字は不変閉曲線の巻数を表す • OD2 
の左下添字は不安定次元，右上添字は周期を表す(固定点の場合は省略)• 
H1と11の交わる近傍での S1CC2と U1CCの分岐を示したのが図 5.1.5である.凶中の番
号と対応させて説明すると以下のようになる:
と U1CCが発生し，
2D2 + S1CC2←OD2 
::.~ 












(3)線 hを横切ると S1CC2の巻数が半分の lとなり，領域圃麗麺において存在する.(巻数が
1となった後を S1CC2と示し，右下添字は巻数が半分になる前の巻数を表す.) 
図 5.1.2:3パラメータ分岐図..は周期倍分岐と Neimark-Sacker分岐の交わりによる余次元2の分岐を表す.





生することがわかる.隣接する U1CC2π とS1CC22n+1(n = 0，1，・・・) (または S1CC2叫 l と
U1CC2叫 2)は巻数の大きい S1CC22n+1(U ]CC22n+ 2 ) が半分の巻数 S1CC~:ムl(UICCFZ )






し，分岐集合の形状は同じである. しかし，式(5.1.3)では Neimar k -S acker分岐集合 H1が存
在し，それが連鎖の一番はじめの周期倍分岐集合11と交わるために図 5.1.3の黒丸で示した点で
p2分岐が生じる.この余次元2の分岐付近では倍周期の Neirn ar k -S acker分岐が存在することが
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図 5.1.3:式 (5.1.3)にみられる分岐.影をつけた領域で周期倍分岐の連鎖によるカオスが存在する.ν = 1.5. 
図 5.1.4:阿5.1.3の拡大図.矢印の方向にパラメータ Bを変化させることにより各準周期解が発生する.
86 第5章余次元の高い分岐とカオス 5.1.周期倍分岐と NEIMARK-SACKER分岐ダIJについて 87 
H1 [1 



































， 一，. . . - 一司.._..._------
図 5.1.5:p2分岐イ、j-近での準周期解の分岐図.小さい四角形は状態平面を表し，点線は UICC，実綿は SICC
を意味する.











3 120 7 約 51，約 102，約 153
4 90 8 45， 135 
5 72， 144 9 40， 80， 160 
6 60 10 36， 108 
次の節では表 5.1.2において斜字で示した角度付近での同期化領域を示す.
(b) 固定点の Neirnark-Sacker分岐集合上での同期化領域
図 5.1.7に同定点の Neimark-Sacker分岐集合 H1，H2を示す.HlとH2はともに接線分岐集
合 (G)と周期倍分岐集合(11とん)にはさまれて存在する.Neirnark-Sacker分岐集合上での特
性乗数の角度の変化を，複素平面上でみると次のようになる :接線分岐集合と接する点では 00 で，
そこから単位円上を移動して周期倍分岐集合と交差する点で 1800 となる.高次の Neirnark-Sacker 
分岐集合 H 2n上の特性乗数も，接線分岐に前の周期の周期倍分岐 12n-1が対応し，00 から 1800
まで移動する(図 5.1.8参照)• 
函 5.1.9に固定点の Neirnark-Sacker分岐集合上の特性乗数が 1200 となる付近に存在する分数
調波同期化領域を示す.曲線 H1上の目盛は複素平面での特性乗数の角度を表す.図 5.1.9の領
域医ヨ，~では，図 5. 1. 1 0(a) (b)に示す 2/3，3/3分数調波周期解が安定に存在する.分
数調波の名前のつけかたは，状態平面で観察をして，分母は写像T入の点の数，すなわち周期，分
子は巻数，すなわち 1周期あたりの振動数とした.従ってn/m分数調波は，外力の角周波数を ν，
系の発振角周波数を νo とした場合， η/m 二内/ν となる . 領域~からパラメータ B を減
少させて Neirnark-Sacker分岐集合 H3 を償切ることにより




図 5.1.11において Neimar k -S acker分岐集合上の特性乗数が純忠数 (900)となる付近での 3/4
分数調波同期化領域を 亡コ，~に示す N eirnark-Sacker分1皮H4により ，B を減少さ
5.1.周期借分1皮と NEIMARK-SACKER分岐列について 89 
せる方向に準周期解が発生する:
2D4 + S1CC4← OD4 
図 5.1.9と同校に同期化領域が重なる しかし凶 5.1.11では，領域仁コから刷朋倍分岐 I4，
18 を経ることによりカオスへの進展がみられる.I羽5.1.11より接線分1皮集合 Gjで閉まれる同
期化領域が B=O に接していることがわかる • B = 0では式 (5.1.3)は周期的外力のない1"1律
系となり，その場合に存在するリミットサイクルの角阿波数 νoとパラメータ Boの関係を摘い
たのが図 5.1.12である.横軸は π/m分数調波の η/mに対応する.νo= 3/4での Boの伯と，
図 5.1.11の同期化領域が Bニ Oに接する Boの他が等 しい. 一般的に νoが有JfJl数比九/mで衣
されるとき，図 5.1.12の νoとBoの関係より，その νoに対応する Boの値に π/m分数調波同
期化領域が接する.従って，上記の 3/4分数調波のほかにもさまざまな分数調波同期が存花し得
ることがわかる.その一例として図 5.1.13に6/7(G7) ，5/6 (Q6) ，4/5 (Q5)分数調波同期化
領域を示す.曲線 Gk (k = 5，6，7)で固まれた領域がそれぞれの同期化領域である.図 5.1.11と
同様に同期化領域がひげ状に派生して，B = 0 で，図 5. 1. 12 に 11'した Bo の値に接する • Hl上
の特性乗数の角度が 72，60，約510 となる点において，それぞれ 4/5，5/6，6/7分数調波同期化領
域が Neirnark-Sacker分岐集合に接し，アーノルドの舌と同じ形状となる.接するときの特性乗
数の角度は，表 5.1.2の5，6， 7周期の角度と一致する.
図 5.1.14に 5/5，5/7 分数調波同期化領域を，それぞれ 仁コ ， E3 に示す • Hl上には
5/5 ( Lコ )は 1440，5/7 ( fi#;~'" J )は約 1530 惜し，表 5.1.2と一致する.
以上が固定点の Neirnark-Sacker分岐集合 H1付近でみられる 2/3，3/3， 3/4， 4/5， 5/5， 5/6， 
5/7， 6/7分数調波同期化領域である.ここに示したほかにもさまざまな分数調波が存在しており，
Hlの存在によりこれら複雑な同期化領域が生ずる様子がわかる.
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図 5.1.7恥:2つの Neimark-Sa拭cke臼r分岐集合.ν =1.5. 
H2 
Bー +
図 5.1.9:Neimark-Sacker分岐集合上でみられる 2/33/3分数調波同期化領域.ν=1.5. 
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(b) 3/3分数調波周期解. G; 
1.5 0.45&0 0.2 0.4 0.6 
図 5.1.11:Neimark-Sacker分岐集合上でみられる 3/4分数調波同期化領域.ν =1.5. 
~ 
-1.5 





?? ????、? ， ，， ，??





















0 0.4 0.2 図 5.1.12:式 (5.1.3)において B=Oとしたときのリミットサイクルの角周波数 ν。とパラメータ Boの関係.
B ご
図 5.1.13:Neimark-Sacker分岐集合上にみられる 6/7(C7)， 5/6 (C6)， 4/5 (C6)分数調波同期化領域.ν=1.5. 
5.1.周期倍分岐と NEIMARK-SACKER分岐列について第5章余次元の高い分岐とカオス 97 
2周期点の Neimark-Sacker分岐集合上での同期化領域(c) 
96 
図 5.1.15に2周期点の Neimark-Sacker分岐集合 H2 ヒに発生する 6/6，8/8， 10/10分数調波
同期化領域を， それぞれ にコ，区ミ~， [w]にぺぶ之す 回定定点l明主初の Neimar吋ω}
H1上で0二 lロ200，9ω00 のときに3，4周期点の安定領域 (3/3，3/4分数調波同期化領域)が存在
したのと同様に，H2 t:.でも e= 1200， 900 のときにその併の周期の 6，8周期点の安定領域が
存在する • e = 720 で5周期の倍の 10周期の安定領域が存花する.これらのJI司期点はそれぞれ
6/6， 8/8， 10/10分数調波周期解であることを碍認した.以 Lのことより向次の Neimark-Sacker 



























































dt = y 
Z=-kyー(…1)z-jC3(22+州
du 
dt = V 
d匂 /1 ¥ 1 ~ 
五 -れ-¥ ~co + C1) U がー(x2+ 3u2)u十Bcost + Bo 
となる.ここで
g 


















式 (5.2.1)において，分岐パラメータとしては交流屯源の振幅に対応する B と直流電源の大
きさに対応する Boを選び， Co， C1， C3は以下の値に固定した [7].





ある k が 0.3 より大きければ，周期倍分岐どうしの交わりによる余次元 2 の分岐は消滅する • k 




























図 5.2.2:パラメータ (B，Bo， k)空間における分岐図.破線は周期倍分岐集合を，黒丸は周期倍分岐集合ど
うしの交わりによる余次元2の分岐を表す.
5.2.2.2 結合のない場合の分岐
図 5.2.3に x-ν=0の解，すなわち変数包と uによる Du伍ng方程式の周期解の分岐図を示
す.従って図 5.2.3はDu伍ng)j程式にみられる分岐凶と全く同じである [7].影をつけた領域で
102 第5章余次元の高い分岐とカオス 5.2. 位相変換器戸l路にみられる余次元2の分岐 103 
5.2.2.3 結合した場合の分岐
xyヂ0の解， すなわち結合の影響をうけた周期解の分岐図を図 5.2.4に示す.影をつけた領
域仁コにおいて安定な固定点 (x= yニ 0)が存在する.その領域からパラメータ Bを直線
ltに沿って増加させること により，周期倍分岐集合IJにより安定な 2周期点 (x= y = 0)が発
生する(図 5.2.5(a)).故に x=y=oを保つ周期倍分岐集合 I!は図 5.2.3に示した Duffing方
程式にみられる分岐と全く同じである.一方，パラメータ B とBoを曲線 l2に沿って変化させ




ために現れる現象と思われる.この余次元2の分岐点からは， 2周期点の D型分枝 D?とD;が
必然、的に生じる.図 5.2.6に周期倍分岐どうしの交点付近における多様体の模式図を示す.2周
期点の D型分枝 n2が2つ存在するために，発生した 2周期点の不安定次元の矛盾がなくなる.
図 5.2.7に図 5.2.4のより詳しい分岐図を示す.図 5.2.7において，四角形で示された D型分
枝と周期倍分岐の交わりによる余次元3の分岐が，連鎖を起こしていることが観測できる.この
連鎖の起こるメカニズムは以下の通りである:
(1)結合のない場合の解に対応する x= y = 0である 2n 周期点の周期倍分岐の連鎖tf(η= 









分岐が必然的に生ずる(図 5.2.8).発生した D型分校 Dr+1とDu伍ng方程式において
存在する周期借分岐 Ifn+lが交わる.
(4) (3)を繰り返すことにより ，余次元3の分岐の連鎖が生じ，カオス状態へと遷移する.
図5.2.9において D型分校集合n2T1. はジグザグパタ ーンを形成している.同様な樹状パター ンは
文献 [31]においても報告されており，平均値に関係した関数列の繰り込みの性質が，樹状パター
ン形成の条件となっていることが証明されている [37].





























0.2 0.3 0.4 
B-ー 0.5 
図 5.2.4:式 (5.2.1)の周期解の分岐図.白丸は接線分岐集合c1と周期倍分岐集合Iiの交わりによる余次元
2の分岐 (TP分岐 [36])を示す.この点から 2周期点の接線分岐集合c2が現われる.
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(a) 周期倍分岐集合 IJ により発生した 2 周期解• B = 0.15， Bo = 0.08. 















-0.75 0.0 0.75 
U一一』 図 5.2.6:λ。:周期倍分岐どうしの交わりによる余次元2の分岐点近傍における同定点多様体 M と2周期点
多様体M2の様子.太い実線は安定，細い実線は不安定多様体を表す
(b) 周期倍分岐集合 1i により発生した 2 周期解 • B = 0.12， Bo = 0.1. 
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4.5 
図 5.2.7:図 5.2.4の拡大図.四角形は D型分枝集合と周期倍分岐集合との交わりによる余次元3の分岐を表
す.余次元3の分岐の連鎖が2ヶ所で観測される.
5.2. 位相変換器回路にみられる余次元2の分岐
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4.1 図 5.2.10:図 5.2.9において観測されるカオス状態への遷移の模式図.斜体字と影の種類は図 5.2.9と対応す4.4 
実線は安定，点線は不安定な周期解を表す.る
図 5.2.9:図5.2.7の拡大図.






















2二h λ)， x E Rぺ入二(入1，入2)ε R2 (6.1.1) 
とする.但し，fは tに関して周期 271"の周期写像とする:
f(t + 271"， X，入)= f( t， x，入)
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t = 0で初期値 uE Rn を出発する式 (6.1.1)の解を この集合のパラメータ化を
x(t) =ψ(t， u，入) (6.1.2) c: R →~ j S f-t c( s) (6.1.8) 
とする.式 (6.1.1)のお辺の関数 fが時間 tに関して 27rの周期を持っていることより，ポアン
カレ写像むを
とする.ここで点p二(u，入)ε2において p= c(O)とする.パラメー夕、ド|酎への写像引を
介入:Rn x R2→ R2; (u，入)H介入(u，入)二入 (6.1.9) 
T入: R礼一→ Rn
u ーTλ(u)= cp(27r，u，.A) 
と定義すると，おの固定l.(は
F(u，入)= u -cp(27r， U，入)= 0 (6.1.4) 
とすると点p=(包 3入)ε2が)1ニjg化カスプ点となる条f'I:は次式となる.
d2 




でうえられる.式 (6.1.4)は(叫入)ε Rn+1に関する π個の条件式となっている.従って Rn+1
で lつの曲線をうえる.
以下!判定ょう1: (周期 27rの周期解)のみについて考える. m周期点(周期 2m7rの周期解)につ
いても同機の議論ができる.その場合の条件式は
θF δF θF θF 。F
8U1 θui 8u包 。入1 θ入2
(6.1.11) A(同)= I 
θG 8C θG θG 8C 
θU1 8Ui θ包π 。入1 δ入2
ここで A は第 z列の消去を意味するので A(包i)は(π+1)次の行列式となっている.
式 (6.l.4)(6.1.6)を微分して






θF. 8F θC. 8C ~d包+一=-d入= 0，一=-d包+-~:- d入=0
θ包 θ入 3θuθ入
を得る.行列式 A(叫)を用いて整理すると，式(6.l.12)の関係は
dU1 dU2 dUi d入1 d入2
友石)-士友石)-・..= (-1)i-1A(Ui) =... = (-l)nA(入1)士 1 1山 ''''''1¥ ¥ (6.1.13) 
となる.式 (6.1.13)をのとおくことにより 分岐曲線に沿ったベクトル場の方程式は







次に分岐の条件式を考えよう.まず表 6.1.1に3つの余次元 lの分岐条件・性質をまとめておく .
表 6.1.1:分岐の条件とその性質.
ノテ，接線分l岐山線の追跡を考えると，分岐の条件は
C(u，入)=χ( 1;叫入)= det(I -DT入(包))= 0 
である.
次に非退化カスプ点の定義をうえるため次の集合を考える.




ds一二 W(c(s)) (6.1.15) 
となる [7]. ここで
の)= [ U1( s) 的)入l(S)入2(s) ] T









? ? ? ?
? ? ? ?
?
???????? ? ? ? ? ?
?
? ???








(6.l.7) の十 d.s)= c(s) + d.sW(の)) 、 、 ， ， ， ，? ?????????? ? ?、 、









? ??? (6.1.17) 
これは通常の接線分岐値を求めるアルゴリズムを用いて計算する.
ステップ(2 )差分スキームによる近似計算:式 (6.1.16): 
C(5I) = C(50 +ム5)二 C(so)+ b.sW(の。))
によって新しい曲線上の点 51を求める.
ステップ(3) Newton法による修正:





(注意 1)ステ ップ(3 )において Newton法を用いる場合，条件式の数が (π+1)個で変数が




(注意 3)式(6.1.16)におけるきざみ幅 ムS は，一般の数値積分同様，方程式や分岐曲線の性
質によって異なり，試行錯誤的に定める必要がある.ステップ(2 )とステップ(3 )で得














dt = y 
dy 
--=-kv-C12-C323+Bo +B cos t 
dt 
(6.1.18) 
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(b) k = 0.01. 
-1.5 
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式(6.1.1)において 入εRとする.空間 (U，入)ε Rn+l内で，阿定点を号える式(6.1.4)を
満足する曲線を追跡するため，次の行列式を定義する.
θF oF θFδFI A(ut)=|? ?一一一|




::';:-du + -~~ d入=0
θuθ入
となり，行列式A(叫)を用いて整理すると，式(6.2.2)の関係は
dUl dU2 dUi d入











の)= [包l(S) 山)地)] T
(i=l，2，・1η)







120 第6章向動追跡アルゴリズム 6.2. 固定点多様休追跡 121 
c(s十ds)= c(s) +ムsW(の)) (6.2.6) 6.2.4 むすび
接線分|岐集令を合む多様休を述続的に求めるアルゴリズムを提案ーした.この手法を Duffing-





















c(sl) = C(So + ds) = c(SO) +ムsW(の0)
によって新しい山線上の点 c(51)を求める.
(3)これでは簡qiな差分近似のため誤差が大きくなることが予想されるので， c( Sl)を初期値
とし，式 (6.1.4)を満たす固定点を Newton法により求める.このとき式の数が η 個で変


















合で四まれた領域では 3 個の固定点が存在する • Bo> 0でそれらの固定点がどのように存在する



































一方向 (奇数):平衡点 (原点)が Hopf分岐集合を横切ることにより π相発振が観察される.
一方向(偶数): n < 12では原点がD型分枝によ り不安定になってから Hopf分岐集合を横切る
ため，安定な発振は得られない.九三 12では Hopf分岐集合の形状が変化し，原点は D型























1町体昨 D3と4Je数昨 Q8をもっ結合同路を構成した.D3対称、凶路では 5種類の安定な周期解
と， 1つの不安定な同期解を得た. 5穐類の安定な周期解のうち lつは，通常の発振器を 3個結
イ干した D3対称、いl路において得ることのできなかった逆相発振パターンであった.Q8対材、回路で
は同相または八相解は符られず， [司相と逆相解を 4種類得た.
第 5 章では結イ子発振~~系なとぐの対称性の強い系においてよく起こると考えられる，余次元 2 ， 3 
の分岐の分|岐について解析した. 5. 1節では p2分l岐の連鎖を調べ，文献 [5]においては議論さ
れていない準周期解(ポアンカレ写像での不変閉曲線)の分岐も含めた分岐構造を明らかにした.
[lil定点が倍刷矧化されるのに従い，不変閉曲線も巻数が倍になり 3 併になる前の不変閉曲線と消
滅する. 5. 2 inでは!則的倍分岐集合どうしの交わりから， D型分校と周期倍分岐の交わりによ
る余次厄3の分岐の述鎖が生じ，カオスへと遷移する線子を示した.結果生じるカオスには 2つ
























{I6}， {P1}， {PI}， {16}， {16pI}， {16PI} 
(双方向性結合): 





Q8ニ {h6，Q3， Q~ ， Q~ ， Q4， Q3Q4， Q~Q4 ， Q ~Q 4 } 
の乗積表を表 A.2.1に示す.
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表 A.1.1:r1 (3個の一方向性結合)の乗積表
11 16 1 P1 1 pf 1  J6 1 J6P1 1 J6P12 
16 16 P1 PI 16 16Pl I6Pf 
Pl P1 P1 16 16P1 I6Pf Is 
PJ PJ 1s P1 IもP2 16 16P1 
Is Is IsP1 I6Pf 16 P1 pf 
16P1 IsP1 I6PJ Is P1 PZ Is 
I6PJ んPf 16 16P1 PI 16 P1 
表 A.1.2:1三 ( 3個の双方向性結合)の乗積表
Is P1 pf 九f1¥九 Ipf九
16 Is P1 P1 P2 P1P2 pf九
P1 P1 pf Is P1P2 PfP2 P2 
PJ PJ Is P1 PlP2 P2 P1P2 
P2 P2 PfP2 P1P2 16 P2 P1 
P1P2 P1P2 P2 pf九 P1 16 P2 
p12P2 P12P2 P1P2 P2 PI P1 Is 
Is 1s 16P1 I6Pf IsP2 1sP1P2 I6PJP2 
16P1 16P1 I6pf 16 1sP1P2 I6PfP2 1sP2 
I6Pf I6Pf 1s 1sP1 I6PfP2 16P2 1sP1P2 
1sP2 IsP2 I6PJP2 1sP1P2 16 16Pf 1sP1 
IsP1P2 1sP1P2 1sP2 I6PJP2 IsP1 Is I6Pf 
I6PJ P2 I6PJ P2 IsP1P2 IsP2 16Pf IsP1 1s 
表A.2.1:4元数群の乗積表.
116 Q3 Q~ Q~ Q4 Q3Q4 Q5Q4 Q~Q4 
116 116 Q3 Q~ Q~ Q4 Q3Q4 Q~Q4 Q~Q4 
Q3 Q3 Q~ Q~ 116 Q3Q4 Q~Q4 Q~Q4 Q4 
Q5 Q~ Q~ h6 Q3 Q~Q4 Q~Q4 Q4 Q3Q4 
Q~ Q~ 116 Q3 Q~ Q~Q4 Q4 Q3Q4 Q~Q4 
Q4 Q4 Q~Q4 Q~Q4 Q3Q4 Q~ Q3 116 Q~ 
Q3Q4 Q3Q4 Q4 Q~Q4 Q~Q4 Q~ Q~ Q3 116 
Q~Q4 Q~Q4 Q3Q4 Q4 Q~Q4 116 Q~ Q~ Q3 
Q~Q4 Q~Q4 Q~Q4 Q3Q4 Q4 Q3 116 Q~ Q~ 
? 。?????? 16P1 I6pf ん九 1 J6P1九 1J6P12九
Is 1s 16P1 I6Pf 1sP2 1sP1P2 I6PJP2 
P1 IsP1 I6PJ 1s 16P1P2 16Pf P2 1sP2 
PJ I6PJ 16 1sP1 I6Pf乃 1sP2 16P1P2 
P2 16P2 I6PfP2 16P1P2 16 I6Pf 16P1 
P1P2 IsP1P2 1sP2 I6PJP2 16P1 1s I6PJ 
P12P2 I6PfP2 IsP1P2 16P2 I6Pf 16P1 1s 
Is 16 P1 pf P2 P1P2 P{P2 
IsP1 P1 PJ Is P1P2 PfP2 P2 
I6pf P3 Is P1 PfP2 P2 P1P2 
16P2 P2 P{P2 P1P2 1s PJ P1 
IsP1P2 P1P2 P2 PfP2 P1 16 pf 








より分類を行うと，以下に示す 8種類に分類できる. I到B.1.1~ ~J B.1.4において，同定点の周
期倍分岐集合五とんが黒丸で交わることにより， 2 )d]期点の D型分校集合D?とDiが発生
する.
-ケース(1 ) 
① kD 一→ k+1I + kD2 
① kD2 一歩 k+1D2 + 2kD2 
(kD2 + 2k+l D2 ー→ k+l D2) 
③ k+l1 一歩 k+2D + k+lD2 
(B.l.l) ④ k十lD2+ 2kD2 一令 kD2 
-、受 July (k+lD2 一歩 2k十lD2+ kD2) ① k+2D十k+lD2 一ー多 k+lI 







kI 一→ k+lD + kD2 
•• 1i、
kD2 一今 k+lD2 + 2kD2 
(kD2十九+lD2 一→ k+lD2) 
図 B.l.l:12 分岐 (1). ① k+lD 一ー→ k+21 + k+lD2 (B.1.2) ① k+lD2 + 2kD2 一歩 kD2 
(k+lD2 一歩 2k+lD2 + kD2) 
① k+21 + k+lD2 一→ k+lD 
③ k+lD + kD2 一歩 kD 
D型分校どうしの交わりB.2. 付録B余次元の高い分岐の分類130 131 














kD2 + 2k+lD2 









( 4 ) -ケース
(B.1.3) 
k+lI 
k+2D + k+lD2 
kD2 + 2k+lD2 











k+lI + kD2 












kI + k+lD2 







kD2 + 2k+lD2 






図 B.1.4:12分岐 (4). 
k十lD2
k+lD 
k+2I + k+lD2 
kD2 + 2k+lD2 














D7 一ー 今(B.1.4) 一一令k+2I 
k+lD + kD2 




り分類を行うと，以下に示す 4種類に分類できる(国定点が D タイプのみを示した.DをIタ
イプにおきかえることにより倍の 8種類存在する) . 図 B.2.1 ~ 図 B .2.4において，回定}.1.の D






図 B.1.2:12分岐 (2). 
( 3 ) -ケー ス
(B.2.1) 

















(2kD + 4k+lD 
k+lD 
2k+lD + 4kD 
(2k+lD 
k+2D + 2k+lD 













2k+lD2 + k+2D2) 
k+2D 
k+lI十k+2D2











kD + k+lD2 
k+l D2 + 2k+2D2 
(k+l D2 











? ? ? ?
一一歩




2k+l D2 + k+2D2) 
k+2I 
k+lD + k+2D2 
kI + k+lD2 










kI + k+lD2 
k十lD2+ 2k+2D2 
(k+l D2 








図 B.1.3:[2分岐 (3). 
D型分枝と周期倍分岐の交わりB.3. 付録B余次元の高い分岐の分類 133 132 
D 型分枝と周期倍分岐の交わり
D型分校と周期j倍分岐のうとわりによる余次元3の分岐について，j!秤の発生する方向と(セネIo0性
質により分類を行うと，以下に示す 8種類に分類できる.図 B.3.1-[;<[ B.3.4において，阿定}:'.
の D型分枝集合 D と周期f惰膏分岐集合 I五1が黒丸で、交わることにより， [司定}，¥の周期借分岐集合
hと 2周期点の D型分枝集合 D2が発生する.
-ケース
(B.3.1) 





















k+21 + 2k+11 








、 、? ， ，
，








k+2D + 2k+1D 
2kD十九+lD













k+1D + 2kD 
2k+2D + 4k+l D 
??????
( 2 ) 




k+l1 + 2k1 





































4k+lD + 2k+2D) 
k+2D 
k+lD十九+2D
kD + 2k+lD 









kD + 2k+lD 
2k+1D十九+2D
(2k十1D















kD2 + 2k+1D2 













2k+21 + 2k+1 D2 
???????
D2 




図 B.2.3:D2分岐 (3). 
.ケース ( 4 ) 
(B.3.4) 
k+l1 
k+2D + k+1D2 
kD2 + 2k+lD2 
























kD + 2k+1D 







2kD + 4k+lD 
k+1D + 2k+2D 





図 B.2.4・D2分岐 (4). 
D型分枝と NEIMARK-SACKER分岐の交わりB.4. 付録B余次元の高い分岐の分類 135 134 
D型分枝 D によ り発生した同定点の接線分岐集合 Gが岐集合 N が黒丸で交わることにより，
発生する.
(B.4.1) 
k+2D + 1CC 
k+2D) 










(kD + 1CC 
k+2D 
2k+2D 
(2k+2D + 21CC 







k+l1 + 2k+21 










(k1 + 1CC 
k+21 
2k+21 














2k+1D2 + k+2D2) 
k+21 
2k+21 + k+11 
kD十k十lD2









kD + 2k+lD 
k+1D2 + 2k+2D2 
(k+lD2 




(2k+21 + 2k+1 D2 
① 
① 
( 3 ) -ケー ス
?????




2k+1D2 + k+2D2) 
k+2D 
2k十2D+ k+1D 
k1 + k+lD2 











k1 + 2k+l1 
k+lD2十2k+2D2
(k+1D2 















2k-lD + 2kD 
kD 




kD + 2k-1D 
k-1D 
ゆ
k+1D + 2kD 
④ 










kD + 2k+lD 
k+lD 
ゆ










k1 + 2k-11 
k-l1 
ゆ








kD + k+lD2 
k十2D2十2k+lD2



















2kD + 2k+lD2 
k+1D + k+2D2 




2k1 + 2k+1D2 
k+l1 + k+2D2 



















2k+l1 + 2k1 
k1 
k1 + 2k+l1 
k+l1 
ゆ
k-l1 + 2k1 
一→







と位相的性質により分類を行うと，以下に示す 6種類に分類できる.図 B.4.1では，固定点の D
型分枝集合 D とNeimark-Sacker分岐集合 N1が黒丸で交わることにより ，D型分校 D により
発生した 2つの同定点の Neimark-Sacker分岐 N2が発生する N2により発生した 2つの 1CC
(invariant closed curve)はパラメータの変化に対して， 1つの 1CCとなり， Nlで発生した
1CCと対になって消滅する.図 B.4.2では，固定点の D型分校集合 D とNeimark-Sacker分
B.4 
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向性結合では Hopf分|岐により I 相周期解が生じることを得ている.単体の発振器
が周期解をもっ場合は， 一般)f~での W(:析が凶難となるので発振器の個数を 3 個に限
定して解析を進めている.
第5章では，余次元2の分1伎の述2Ji，余次元3の分岐の連鎖によるカオスへの遷
移過程が解析されている. 一般的に高次元となる結合発振器系において，余次元 l
および 2の分1皮集合が互いに交わる退化した現象は普遍的にみられる.本章ではこ
れらの現象がみられる最小次元系において?余次元2・3の分|技値付近での分岐構
造を解析している.
第6章では，分1皮集合を数値計算により求める場合の自動追跡、アルゴリズムを示
している.すなわち，接線分1成集合または固定点多様体を求める場合，従来のアル
ゴリズムでは特異点において計算山米なかったが，新しく提案したアルゴリズムを
川いることによりこれを可能とし，連続的にJ妾線分岐集合または固定点多様体を求
めることができることを示している.具体的に Duffing方程式， Duffing-Rayleigh方
程式にこのアルゴリズムを適川し 手法の正当性および有用性を実証している.
以上本研究は，非線形系の構造に基づく分|岐現象とカオスに関する基礎的研究を
行ったものであり，本論文は|事士(工学)の学位授与に値するものと判定する.
